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Aufgabe 1
Sei ¥ ein Alphabet und L, Ly, Ly € ¥* entscheidbare Sprachen.
Zeigen Sie:

(a) L1 U Ly, L1 N Ly, Ly \ Ly und Ly o Ly sind entscheidbar.

(b) Lt = {wR : w € L} ist entscheidbar, wobei fiir w = aj ... ap_10, € X"

R
w = aplp-1...041

R

(und e = ¢, o™ = a fiira € X).

(¢) Jede co-endliche Sprache ist entscheidbar. Dabei wird L co-endlich genannt, wenn L
endlich ist.

Aufgabe 2
Wir betrachten die folgenden beiden Problemstellungen:

e Das Job-Rechnerproblem: Gegeben sind n Rechner Rq,..., R, und m Jobs Ji,...,J,,.
Weiter liegt eine Tabelle

T = (ti,k)lsisn,lsksm

vor, in der eingetragen ist, welcher Rechner fiir welchen Job die notwendige Ausstattung
besitzt. Dabei ist ¢; , = 1, falls der k-te Job Jj, auf Rechner R; ausfiihrbar ist. Andernfalls
ist ¢; 1, = 0. Gefragt ist, ob es eine Zuordnung Jobs — Rechner gibt, so daf die m Jobs
gleichzeitig ausgefiihrt werden kénnen.

Wir nehmen dabei an, daft kein Rechner zwei oder mehr Jobs gleichzeitig ausfithren kann.

e Matchingproblem (einfache Variante fiir bipartite Graphen): Gegeben ist ein ungerichteter
Graph G = (V, E) und eine Partition V = V;, U Vi mit disjunkten nichtleeren Mengen V7,
und Vg, so dak jede Kante zwischen Vj, und Vg verlauft; d.h. fiir jede Kante e € E gilt:

enVp+@undenViz + @

Gefragt ist, ob es eine Kantenmenge M € F gibt, so daf jeder Knoten v € V' auf
hochstens einer Kante von M liegt und | M| = |V ]|.

Zeigen Sie, dafs das Job-Rechnerproblem auf das Matchingproblem reduzierbar ist.



Aufgabe 3

(a)

Begriinden Sie die Entscheidbarkeit des folgenden Problems:
e Gegeben: Spielkonfiguration von 4-gewinnt, in der Spieler X am Zug ist.

o Gefragt: Gibt es eine Gewinnstrategie fiir Spieler X, d.h. eine Zugmoéglichkeit, die
Spieler X den Gewinn garantiert, wenn Spieler X im folgenden stets einen optimalen
Zug ausfiihrt; unabhéngig davon, wie sich Spieler O verhalt?

Hinweis: Sie miissen nicht erldutern, wie eine solche Gewinnstrategie zu finden ist,
sondern lediglich die Existenz eines Algorithmus, der priift, ob es eine Gewinnstrategie
gibt, belegen.

Spiel 4gewinnt: Ein senkrecht stehendes hohles Brett mit 7 Spalten und 6 Reihen wird von
zwei Spielern (X und O) abwechselnd mit unterschiedlich gefarbten Spielsteinen (jeder hat
21 Spielsteine) gefiillt. Dabei fallen die Spielsteine in den Spalten nach unten. Gewinner
ist derjenige, der vier seiner Spielsteine waagerecht, senkrecht oder diagonal in eine Linie
bringt. Gelingt das keinem der beiden Spieler, so wird das Spiel als Remis gewertet.

Begriinden Sie die Semientscheidbarkeit des folgenden Problems:
e Gegeben ist eine Zahlenfolge s = sys5...5, € {0,1,...,9}", n > 1.

o Gefragt: Kommt in dem Nachkommateil der Dezimaldarstellung von 7 die Sequenz s
vor?

Hinweis: Sie diirfen als bekannt voraussetzen, daf es beliebig genaue Ndherungsverfahren
fiir m gibt. Skizzieren Sie die Arbeitsweise eines Semientscheidungsverfahren fiir das
genannte Problem unter Verwendung eines Algorithmus

Pi-Naherungsverfahren(k),

das als Eingabe eine natiirliche Zahl k = 1 hat und als Ausgabe die k ersten Ziffern des
Nachkommateils der Dezimaldarstellung von 7 zuriickgibt.

Aufgabe 4

Wir betrachten das Handlungsreisendenproblem (TSP). Gegeben ist ein Digraph G = (V, E)
mit einer Kostenfunktion ¢: £ — N.

e Die Optimierungsvariante vom Typ 2 fragt nach einer kiirzesten Rundreise.

e Die Optimierungsvariante vom Typ 1 fragt nach den Kosten einer kiirzesten Rundreise.

e Die Entscheidungsvariante hat neben G und ¢ eine Zahl ¢ € N als Eingabe und fragt, ob

es eine Rundreise mit den Kosten < ¢ gibt.

Zeigen Sie, dass aus der effizienten Losbarkeit' einer der drei Varianten die effiziente Losbarkeit

der beiden anderen Varianten folgt.

Hinweis: Eine Rundreise ist ein Hamiltonkreis, d.h. ein Kreis vgvy ... v,v0 in G, wobei n = |V|

gilt und vy, ..., v, paarweise verschieden sind. Ein solcher Zyklus durchlduft also alle Knoten in
G genau einmal.

"Mit “effizienter Lisbarkeit” ist die Existenz eines polynomiell zeitbeschréankten Algorithmus gemeint.



