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Wichtige Typen von Turingmaschinen

® Deterministische Turingmaschine (DTM)
® Nichtdeterministische Turingmaschine (NTM)

® Mehrband-Turingmaschine
Wir andern die Definition so, dass statt einem Band in jedem Schritt k > 2 Bénder
gelesen und beschrieben werden.
Jedes Band hat einen unabhangigen Lese-/Schreibkopf.
Die Eingabe wird auf das erste Band geschrieben.

Satz: Deterministische und nichtdeterministische Turingmaschinen mit einer beliebigen
Anzahl von Bandern kénnen die gleichen Berechnungen ausfihren.

Details siehe Vorlesung Formale Systeme (Vorlesungen 18 und 19)
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Was bisher geschah ...

Hilbert: ,Die Mathematik hat mehr als ein Problem.
Wir brauchen ein formales Fundament! Dann kann
jedes mathematische Problem durch endlich viele
,Rechenschritte* gelést werden!*

Turing: ,Es gibt Dinge, die man nicht berechnen
kann. Ich kann das beweisen ... aber erst ein-
mal muss ich definieren, was ,berechnen’ eigent-
lich bedeutet.”

Church und Turing (im Chor mit Kleene und Rosser):
+Alle Computer sind gleich!”
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Grundbegriffe: Berechnen und Entscheiden
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TMs, die Mengen definieren

Eine Turingmaschine kann eine Menge von akzeptierten Eingaben definieren:

Die von einer TM M erkannte Sprache L(M) ist die Menge aller Worter, die von einer
TM akzeptiert werden, d.h., bei deren Eingabe M in einem Endzustand halt (DTM) /
halten kénnte (NTM).

TMs, die Funktionen definieren

Eine Turingmaschine kann eine Funktion von Eingabewdrtern auf Ausgabewdrter definieren:

Es gibt zwei mégliche Griinde fiir Nichtakzeptanz von Wértern:
(1) TM hélt in einem Zustand, der kein Endzustand ist
(2) TM halt nicht (Endlosschleife)

Es ist praktisch, wenn eine TM garantiert halt, da man Fall (2) meist nicht sicher
erkennen kann (man weif3 nicht, ob die TM irgendwann doch noch anhalt).

Eine DTM M berechnet eine partielle Funktion fx; : ¥* — X* wie folgt. Fiir ein Wort
w € X* ist genau dann fy((w) = v, wenn M bei Eingabe w mit einem Band anhalt, auf
dem nur v steht, d.h., wenn der Bandinhalt nach dem Halten die Form v_..--- hat.

Eine TM ist genau dann ein Entscheider, wenn sie bei jeder Eingabe garantiert halt.
(Bei NTMs: In jedem méglichen Lauf.)
Wir sagen in diesem Fall, dass die TM die von ihr erkannte Sprache entscheidet.
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Entscheidbarkeit und Berechenbarkeit

Wir interessieren uns flir Funktionen, die man berechnen kann:

Eine totale oder partielle Funktion f : £* — X* heif3t genau dann berechenbar, wenn
es eine DTM M gibt, die f berechnet, d.h. flr die f = fj gilt.

® Berechenbare totale Funktionen hei3en rekursiv;
® berechenbare partielle Funktionen heiBBen partiell rekursiv.

Bei Sprachen unterscheiden wir mehrere Félle:

Eine Sprache L ist entscheidbar (=berechenbar=rekursiv), wenn es eine TM M gibt,
die ihr Wortproblem entscheidet, d.h. M ist Entscheider und L = L(M).
Andernfalls hei3t L unentscheidbar.

L ist semi-entscheidbar (=Turing-erkennbar=Turing-akzeptierbar=rekursiv aufzahlbar)
wenn es eine TM M mit L = L(M) gibt, auch wenn M kein Entscheider ist.
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Es gibt also zwei Félle, in denen f((w) undefiniert ist:
(1) M halt bei Eingabe w mit einem Band, das nicht die geforderte Form hat;
(2) M halt bei Eingabe w gar nicht.

Das heif3t: Wenn fy eine totale Funktion ist, dann muss M immer halten.

(Frage zur Selbstkontrolle: Gilt auch die Umkehrung — d.h. ist 51 immer eine totale Funktion, wenn M stets
halt?)
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Warum heif3t es ,rekursiv aufzahlbar*?

Bei rekursiv aufzéhlbaren Sprachen L kann man eine TM konstruieren, die alle
Elemente von L der Reihe nach ,aufzhlt*:

Ein Aufzahler ist eine deterministische Turingmaschine M mit einem speziellen Zu-
stand gausgave- Immer wenn M in den Zustand gausgabe gelangt, wird der aktuelle
Bandinhalt — vom Anfang bis zum ersten Zeichen, nach dem nur noch .. folgen — aus-
gegeben.

Die durch M aufgezahlie Sprache ist die Menge aller Wérter aus ¥*, die M ausgibt,
wenn M auf dem leeren Band gestartet wird.

(Anmerkung: Die Definition erlaubt die Ausgabe von Wértern aus I'* \ *. Diese gehdren fiir uns nicht zur aufgezéhlten Sprache.)

Die durch M aufgezahlte Sprache kann unendlich sein, wenn M auf der leeren Eingabe
nicht halt.

Es ist erlaubt, dass Wérter mehr als einmal in der Aufzahlung vorkommen.
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Beispiel fur einen Aufzahler

Wir betrachten das Alphabet X = {a, b}.

o a,R N w b, N

4Ausgabe

b a,R

Frage: Welche Menge z&hlt diese TM auf?
Antwort: {az””b |0< n}

Aufgabe zur Selbstkontrolle: Schreiben Sie einen Aufzahler fir diese Sprache, ohne
dabei die Bewegungsrichtung N zu verwenden.
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Aufzahlbar = semi-entscheidbar (1)

Quiz: Aufzahler

Quiz: Wir betrachten den grafisch angegebenen Aufzahler M Gber X = {0, 1}: ...
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Aufzahlbar = semi-entscheidbar (2)

Satz:

Satz:

Eine Sprache L ist genau dann semi-entscheidbar, wenn es einen Aufzahler fir L gibt.

Eine Sprache L ist genau dann semi-entscheidbar, wenn es einen Aufzahler fir L gibt.

Beweis: ,<" (Vom Aufzahler zur TM) Wenn es fiir L einen Aufzéhler gibt, dann kénnen
wir L wie folgt semi-entscheiden:

® Simuliere den Aufzahler auf einem leeren Band (wir dirfen eine Mehrband-TM
verwenden).

® Immer wenn gausgabe €rreicht wird: vergleiche das Eingabeband mit dem
Aufzéhlerband und akzeptiere, wenn beide das gleiche Wort beinhalten.

® Andernfalls fahre mit der Aufzahlung fort.

* Falls die Aufzahlung terminiert (ohne, dass die Eingabe gefunden wurde), dann
verwirf.
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Beweis: ,=" (Von der TM zum Aufzahler) Wenn L durch eine TM M erkannt wird, dann
kénnen wir L wie folgt aufzahlen:
® Betrachte eine systematisch berechenbare Aufzéhlung aller Worter wy, wa, wa, . ..
aus X*.
® Fir jede natiirliche Zahl n > 1:
— Firjedesie{l,..., n}):
® Simuliere M auf Eingabe w; flir n Schritte.
® Falls M bei dieser Simulation terminiert und w; akzeptiert, dann gib w;

aus.
Anmerkung: Der so konstruierte Aufzahler terminiert nicht (selbst wenn die aufgezéhlte
Menge endlich ist). O
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Von der TM zum Aufzahler

Fur jede natirliche Zahl n > 1:
® Firjedesie{l,...,n}:
— Simuliere M auf Eingabe w; fir n Schritte.
— Falls M bei dieser Simulation terminiert und w; akzeptiert, dann gib w; aus.

Diese Art und Weise der Simulation kann folgendermaf3en veranschaulicht werden:

n\Z" | wy [ wy | wz | wy

1 | ?
2 | 212
3 1?21 7?7 €
4 | ¢ | 72| €| €

L={ws,wy...}

Hannes StraB, TU Dresden Theoretische Informatik und Logik, VL 2 Folie 13 von 34

Zusammenhang von Sprache und Funktion

Berechenbarkeit von Funktionen und Sprachen sind eng verwandt.

Sei L € X* eine Sprache. Die charakteristische Funktion von L ist fi : Z* — Z* mit

1 fallswelL, .
Silw) = (O.B.d.A.sei {0,1} CX)
0 fallsw¢L.

Satz: Eine Sprache L ist genau dann entscheidbar, wenn ihre charakteristische Funk-
tion berechenbar ist.

Berechnungen jenseits von X*

Wir kénnen den Berechnungsbegriff leicht auf beliebige Objekte ausdehnen, die als
Woérter kodiert werden kénnen.

Wichtige Félle:
e Natirliche Zahlen N kénnen z.B. binar als Wérter Uber {0, 1} kodiert werden.

® Tupel (Listen) von Wértern (oder natlirlichen Zahlen, ...), kdnnen kodiert werden,
indem man zum Eingabealphabet ein zusatzliches Trennzeichen # hinzuflgt.

Beispiel: Mit Hilfe dieser Kodierungen kénnen wir z.B. von berechenbaren Funktionen
N — N oder von semi-entscheidbaren Teilmengen von N x N sprechen.

Anmerkung: Oft gibt es viele denkbare Kodierungen eines Objektes als Wort. Vorerst
sollen uns die Details nicht interessieren, solange klar ist, dass eine TM die Kodierung
entschlisseln kann.
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Zusammenhang von Funktion und Sprache (1)

Far die Umkehrung stellen wir Funktionen als Mengen dar:

Satz:
Eine partielle Funktion f : * — ¥* ist genau dann berechenbar, wenn die Sprache

Graph, = {{w,f(w)) | w € %, f(w) definiert}

semi-entscheidbar ist. Ist f total, dann ist Graph, sogar entscheidbar.

Beweisskizze: ,=" Ein Entscheider fir L kann in eine TM flr fi umgebaut werden. Dazu
verwendet man ,Subroutinen, die den Bandinhalt I6schen und mit einem einzelnen Zeichen 1
oder 0 ersetzten. Diese Routinen werden aufgerufen, wenn der urspriingliche Entscheider halten
wirde: die 1-Routine beim Halten in einem Endzustand, die 0-Routine andernfalls.

Eventuell muss man den Entscheider auBBerdem so modifizieren, dass das Zeichen .. nur am Ende des verwendeten Bandinhaltes vorkommen
kann (sonst wird das Loéschen des gesamten Bandes problematisch).

<" Eine TM, die fi berechnet, kann in einen Entscheider fir L umgebaut werden. Die Idee ist wie
zuvor, aber die Subroutinen priifen jetzt, ob das Band 1 oder ® enthalt und wechseln
entsprechend in einen akzeptierenden oder nicht-akzeptierenden Zustand. O
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Beweis: ,=" Sei f : £* — X~ berechenbar. Dann kann man Graph, wie folgt erkennen:
® Fir eine Eingabe (w, v), berechne f(w) (als Subroutine).
* Wenn die Berechnung von f(w) terminiert, dann akzeptiere falls f(w) = v.

® Wenn die Berechnung von f(w) nicht terminiert, dann wird auch die Erkennung von
Graph, nicht halten. Dieses Verhalten ist korrekt, da in diesem Fall f(w) undefiniert
istund (w,v) ¢ Graphf.

Falls f total ist, dann hélt auch die Erkennung von Graph,.
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Zusammenhang von Funktion und Sprache (2)

Fir die Umkehrung stellen wir Funktionen als Mengen dar:

Satz:
Eine partielle Funktion f : £* — X* ist genau dann berechenbar, wenn die Sprache

Graph; = {{w,f(w)) | w € >, f(w) definiert}

semi-entscheidbar ist. Ist f total, dann ist Graph, sogar entscheidbar.

Beweis: ,<" Sei Graph, semi-entscheidbar. Dann kann man f wie folgt berechnen:
® Wir konstruieren einen Aufzahler fir Graphf wie zuvor gezeigt.
® Der Aufzéhler wird auf einem eigenen Band simuliert.
® Immer wenn der Aufzahler ein Paar (w, f(w)) ausgibt, vergleichen wir w mit dem
Inhalt des Eingabebandes.
® Wenn die Eingabe mit w lbereinstimmt, dann wird f(w) als Ergebnis verwendet
und die TM hélt; andernfalls wird die Simulation der Aufzahlung fortgesetzt. O

Anmerkung: Wir haben nicht formal definiert, was bei einer Mehrband-TM die Ausgabe ist, aber das kann man leicht tun (oder die Mehrband-TM
auf einem Band simulieren).

Hannes StraB, TU Dresden Theoretische Informatik und Logik, VL 2 Folie 17 von 34

Es gibt unentscheidbare Probleme

Satz: Es gibt Sprachen und Funktionen, die nicht berechenbar sind.

Dies kann man wie folgt zeigen:

® Die Menge der Turingmaschinen ist abzahlbar.

® Die Menge der Sprachen Uber jedem Alphabet ist (iberabzahlbar.

® Also muss es Sprachen geben, die durch keine TM entschieden werden.
Das Argument funktioniert analog mit (partiellen) Funktionen, deren Menge ebenfalls
Uberabzéhlbar grof3 ist.

Das Argument zeigt zudem auch, dass die meisten Sprachen nicht einmal
semi-entscheidbar sind (Kontrollfrage: Warum?).
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Unentscheidbare Probleme

Hannes StraB, TU Dresden Theoretische Informatik und Logik, VL 2 Folie 18 von 34

Die Menge der TMs ist abzahlbar

Dies folgt in zwei Schritten:
® Jede TM kann leicht durch ein endliches Wort kodiert werden (z.B. binér).
® Es gibt abzahlbar viele Wérter. Man kann sie zum Beispiel wie folgt abzahlen:

— Beginne mit dem leeren Wort e.

— Reihe dann alle Wérter der Lange 1 auf
— Reihe dann alle Wérter der Lange 2 auf
— Reihe dann alle Wérter der Lange 3 auf

(Vgl. dazu auch Formale Systeme, Vorlesung 2)
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Die Menge der Sprachen ist Gberabzahlbar (1)

Dies folgt aus einer Konstruktion von Georg Cantor:

® Beweis durch Widerspruch: Wir nehmen an,
dass die Menge aller Sprachen abzahlbar ist.

® Seil4, Ly, Ls,...eine entsprechende
Aufzahlung aller Sprachen.

e Wir reihen auBerdem alle Woérter in X* auf:
Wi, Wo, W3, .. ..
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Nichtwissen # Unentscheidbarkeit (1)

Wie finden wir konkrete unentscheidbare Probleme?

Es reicht nicht aus, dass wir nicht wissen, wie ein Problem algorithmisch geldst werden kann!

Beispiel: Sei L, die Menge aller endlichen Ziffernfolgen, die in der Dezimaldarstellung
von 7 vorkommen. Zum Beispiel gilt 14159265 € L, und 41 € L.

Wir wissen nicht, ob man die Sprache L, entscheiden kann, aber sie kdnnte dennoch
entscheidbar sein (z.B. wenn jede endliche Ziffernfolge irgendwo in & vorkommt, was
aber bisher nicht bekannt ist).
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Die Menge der Sprachen ist tGiberabzahlbar (2)

® Man kann sich die Relation € zwischen Wértern und Sprachen jetzt als unendliche
Tabelle vorstellen:

W1 | Wo | W3 | Wy
Ly | x| - | — | X
Lo - X - X
Ly | - [ x| = | -
Ld - - X

® Wir konstruieren eine Sprache Lg durch Diagonalisierung.
Formal: Wir setzen w; € Lq genau dann, wenn w; ¢ L;.

Dann kommt Ly in der Tabelle nicht vor. Widerspruch.
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Nichtwissen # Unentscheidbarkeit (2)

Es gibt sogar Félle, in denen wir sicher sind, dass ein Problem entscheidbar ist, aber
trotzdem nicht wissen, wie man es lost.

Beispiel: Sei L,; die Menge aller Ziffernfolgen der Form 7", die in der Dezimaldarstel-
lung von & vorkommen.

L. ist entscheidbar:

® Mdglichkeit 1: 7 enthalt beliebig lange Ketten der Ziffer 7. Dann wird L,; durch
eine TM entschieden, die alle Worter der Form 7" akzeptiert.

® Mdglichkeit 2: 7 enthalt Ketten der Ziffer 7 nur bis zu einer maximalen Lange <.
Dann wird L7 durch eine TM entschieden, die alle Worter der Form 7" mit n < ¢
akzeptiert.
Fir jeden denkbaren Fall gibt es einen Algorithmus — wir wissen nur nicht, welcher
davon korrekt ist.
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Quiz: Berechenbare Funktion

Quiz: Wir definieren die Funktion fg : {0, 1}* — {0, 1}* wie folgt: . ..
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Ein erstes unentscheidbares Problem (2)
Frage: Falls eine TM mit n Zustdnden und einem zwei-elementigen Arbeitsalphabet
I' = {x, .} auf einem leeren Band anhalt, wie lange kann das im schlimmsten Fall

dauern?

Antwort: Das kommtaufrnan ...

Wir definieren S(n) als die maximale Zahl an Schritten, die eine DTM mit n Zustanden
und dem Arbeitsalphabet I' = {x, .} auf dem leeren Band ausfiihrt, bevor sie schlie3-
lich halt.

Beobachtung: S ist wohldefiniert.
® Die Zahl der TMs mit maximal n Zustéanden ist endlich.

® Unter den relevanten n-Zustand-TMs gibt es eine maximale Anzahl an Schritten
bis zum Halten (nicht haltende TMs werden ignoriert).
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Ein erstes unentscheidbares Problem (1)
Frage: Falls eine TM anhalt, wie lange kann das im schlimmsten Fall dauern?

Antwort: Beliebig lange, weil:
(a) die Eingabe beliebig grof3 sein kann;
(b) die TM beliebig groB sein kann.
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FleiBige Biber

Eine leichte Abwandlung des Schrittz&hlers ist
das Busy-Beaver-Problem:

Tibor Rad6, BB-Erfinder

Die Busy-Beaver-Funktion X : N — N ist eine totale Funktion, wobei X(n) die maxi-
male Zahl an x ist, die eine DTM mit héchstens n Zustdnden und dem Arbeitsalphabet
I' = {x, .} beginnend mit dem leeren Band schreiben kann, bevor sie schlieBlich halt.

Anmerkung: Der genaue Wert von X(n) hangt von Details der TM-Definition ab.

Ublich ist hier insbesondere die Verwendung eines zweiseitig unendlichen Bands, das man bei
Bedarf nach links und rechts erweitern kann.
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Beispiel

Die Busy-Beaver-Zahl X(2) ist 4, wenn man ein beidseitig unendliches Band annimmt.
Die folgende TM realisiert dieses Verhalten:

Wir erhalten: A_ + xB_ + AXX F BLXX F ALXXX F XBXXX
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Bemerkungen zum Beweis

Anmerkung 1: Der Beweis verwendet die interessante Idee, dass man TMs als
~Subroutinen® von anderen TMs verwenden kann. Wir werden das noch an anderer
Stelle verwenden.

Anmerkung 2: Der Schritt von einer beliebigen Berechnung einer Funktionf : N — N
zu einer TM, die eine Funktion x" - x/™ berechnet, ist nicht schwer; man &ndert nur

die Kodierung der Ein- und Ausgabe von binar auf unér.

Anmerkung 3: Der Schritt von einer beliebigen TM zu einer, die auf dem Alphabet {x, .}
arbeitet, ist etwas kniffliger, aber machbar.

Hannes StraB, TU Dresden Theoretische Informatik und Logik, VL 2 Folie 31 von 34

Busy-Beaver berechnen?

Satz: Die Busy-Beaver-Funktion ist nicht berechenbar.

Beweisskizze: Nehmen wir an, X ware berechenbar.

® Dann kann man eine TM My erzeugen, die mit dem Alphabet {x, .} arbeitet und
die Funktion x" — x*® berechnet.

® Seji M, eine TM, welche die Funktion x" — x™*! berechnet.
e Sei M., eine TM, welche die Funktion x" — x** berechnet.

® Sei k die Gesamtzahl der Zustande in My, M., und M.,. Es gibt eine TM 7 mit
k + 1 Zustanden, die das Wort x* auf das leere Band schreibt.

e Wenn man nun hintereinander 7, M.,, Mz und M, ausfiihrt, dann erhalt man
eine TM mit < 2k Zusténden,’ die insgesamt X(2k) + 1 mal x schreibt und dann halt.

e Also ist X(2k) > X(2k) + 1 — Widerspruch. O

"Bei der Hintereinanderausfiihrung kann man End- und Anfangszustand jeweils verschmelzen.
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Theorie und Praxis

~Unentscheidbarkeit ist doch eine rein theoretische Eigenschaft! In der Praxis ist es
egal, ob wir X(n) fur beliebig groBe n berechnen kénnen. Die praktisch relevanten Félle
kdénnen wir sicher klaren.*

Nun ja ... seit den 1960ern ist man noch nicht so weit gekommen:

n. 1 2 3 4 5 6 7 8
n): 1 4 6 13 >4098 >3,5-10"%%7 riesig irrsinnig

3
Flr n = 10 lasst sich eine untere Schranke der Form X(10) > 33 angeben, wobei der
komplette Ausdruck Uber 7,6 Billionen mal die Zahl 3 enthélt.
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Zusammenfassung und Ausblick Bildrechte

Folie 2: gemeinfrei

Folie 21: Fotografie von 1870, gemeinfrei

Folie 28: Ausschnitt aus einer Fotografie von 1928,
http://www.bibl.u-szeged.hu/sztegy/photo/778. jpg, CC-By-SA 3.0

Turingmaschinen sind auf viele Arten verwendbar (und definierbar).
Funktionen und Mengen kdnnen berechenbar sein, aber die meisten sind es nicht.
Semi-entscheidbare Mengen kénnen durch Aufzéhler erzeugt werden.

Die Busy-Beaver-Funktion ist nicht berechenbar und wéchst irrsinnig schnell.

Was erwartet uns als nachstes?
® Relevantere Probleme
® Reduktionen
® Rechenmodelle, die nicht auf TMs beruhen
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